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ПЕРЕДМОВА 
 

 

Для сучасних завдань машинобудування провідне значення має така 
дисципліна, як динаміка і точність позиціювання роботів, що характеризує як 
інвестиційну привабливість машинобудівного виробництва, так і інвестиційну 
привабливість спеціальностей – прикладної механіки і галузевого машинобуду-
вання. Технологічне устаткування, яке застосовується сьогодні для механічної 
обробки складних поверхонь, – це, як правило, обробні центри, оснащені чис-
ловою системою керування, або спеціалізовані верстати, що виконують пере-
міщення деталі чи інструмента за жорсткою траєкторією. Для виконання опе-
рацій з переміщення деталей і готових виробів верстати оснащені спеціальними 
маніпуляторами. 

Однією із основних складових систем робота є маніпулятор, який забез-
печує утримування об’єкта керування (інструмент, деталь, функціональний 
пристрій тощо) та переміщення його у просторі до точки позиціювання за зада-
ним законом руху. Тому для виконання поставлених завдань робот своєю сис-
темою маніпулювання реалізує переміщення (кінематика робота), забезпечуючи 
силові характеристики маніпулятора в динаміці (динаміку маніпулятора), які 
впливають також на точність позиціювання. 

 Предметом кінематики маніпулятора є аналітичне описання геометрії 
руху маніпулятора щодо деякої заданої абсолютної системи координат без 
урахування сил і моментів, що породжують цей рух. Отже, завдання кінематики – 
аналітичний опис просторового розташування маніпулятора залежно від часу, і, 
зокрема, установлення зв’язку між значеннями приєднаних координат маніпу-
лятора й положенням і орієнтацією його захоплювача в декартовому просторі.  

Механічний маніпулятор можна розглядати як розімкнений ланцюг, що 
складається із кількох твердих тіл (ланок), послідовно з’єднаних обертальними 
або поступальними зчленуваннями, які приводять у рух силові приводи. Один 
кінець цього ланцюга з’єднаний з основою, а інший кінець вільний і сполу-
чений з робочим інструментом, що дає змогу впливати на об’єкти маніпулюван-
ня або виконувати різні технологічні, наприклад, збиральні операції. Відносний 
рух зчленувань передається ланкам, у результаті чого захоплювач маніпулятора 
займає у просторі задане положення.  

Кінематика маніпулятора вивчає геометрію його руху щодо заданої абсо-
лютної системи координат, не розглядаючи сили й моменти, що породжують 
цей рух. Отже, її предметом є описання просторового положення маніпулятора 
як функції часу, і, зокрема, співвідношення між простором приєднаних змінних 
маніпулятора – узагальненими координатами, положенням і орієнтацією за-
хоплювача. Є два основні завдання кінематики маніпулятора.  
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1. Для конкретного маніпулятора за відомим вектором приєднаних кутів – 
узагальнених координат q(t) = (q1(t),…, qn(t))T та заданими геометричними пара-
метрами ланок (п – кількість ступенів свободи) визначити положення й орієн-
тацію захоплювача маніпулятора щодо абсолютної системи координат.  

2. За відомими геометричними параметрами ланок знайти всі можливі 
вектори приєднаних змінних маніпулятора, що забезпечують задані положення 
й орієнтацію захоплювача щодо абсолютної системи координат.  

Перше із цих завдань прийнято називати прямим, а друге – зворотним 
завданням кінематики маніпулятора. Оскільки власними незалежними змін-
ними маніпулятора є приєднані змінні, а завдання, як правило, формулюється у 
координатах абсолютної системи відліку, зворотне завдання кінематики вини-
кає частіше, ніж пряме.  

Денавит і Хартенберг розробили єдиний загальний підхід до описання 
просторової геометрії маніпулятора щодо заданої абсолютної системи коорди-
нат, оснований на застосуванні матричної алгебри. Вони запропонували вико-
ристовувати для описання взаємного просторового розташування ланок матриці 
однорідних перетворень із розмірністю 4×4. Отже, пряме завдання кінематики 
звелося до визначення матриці однорідного перетворення, що задає зв’язок між 
системою координат захоплювача й абсолютною системою координат. Матри-
цями однорідних перетворень зручно користуватися й для виведення рівнянь 
динаміки руху маніпулятора. Зворотне завдання кінематики можна вирішити 
різними методами. До найчастіше використовуваних належать методи матрич-
ної алгебри, метод ітерацій і геометричний підхід.  

Предметом динаміки маніпулятора як розділу робототехніки є матема-
тичне описання сил і моментів, які діють на маніпулятор у формі рівнянь дина-
міки руху. Такі рівняння необхідні для моделювання руху маніпулятора за до-
помогою комп’ютера, вибору законів керування й оцінювання якості кінема-
тичної схеми й конструкції маніпулятора. У загальному випадку характер функ-
ціонування маніпулятора залежить від ефективності алгоритмів керування й 
використовуваної динамічної моделі маніпулятора. Завдання керування охоп-
лює завдання формування динамічної моделі реального маніпулятора й за-
вдання вибору законів або стратегій керування, що забезпечують досягнення 
поставлених цілей.  

Динамічну модель маніпулятора можна побудувати, використовуючи ві-
домі закони ньютонівської або лагранжевої механіки. Результатом застосування 
цих законів є рівняння, що зв’язують сили й моменти, які діють у зчленуваннях 
з кінематичними характеристиками й параметрами руху ланок. Отже, рівняння 
динаміки руху реального маніпулятора можна отримати традиційними метода-
ми Лагранжа–Ейлера або Ньютона–Ейлера. За допомогою цих двох методів 
одержано низку різних форм рівнянь руху, еквівалентних у тому розумінні, що 
вони описують динаміку руху тієї самої фізичної системи.  
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Щоб одержати ефективніші з обчислювального погляду алгоритми роз-
рахунку узагальнених сил і моментів, деякі дослідники використовували рів-
няння Ньютона–Ейлера. Виведення рівнянь руху маніпулятора методом 
Ньютона–Ейлера просте за змістом, але доволі трудомістке. Результатом є сис-
тема прямих і зворотних рекурентних рівнянь, послідовно застосовуваних до 
ланок маніпулятора. За допомогою прямих рівнянь послідовно від основи до 
захоплювача обчислюють кінематичні характеристики руху ланок, такі як ліній-
ні й кутові швидкості та прискорення, лінійні прискорення центрів мас ланок. 
Зворотні рівняння дають змогу послідовно від захоплювача до основи обчисли-
ти сили й моменти, що діють на кожну з ланок. Найважливіший результат тако-
го підходу полягає у тому, що час, необхідний для обчислення узагальнених сил 
і моментів, прямо пропорційний до кількості зчленувань, але не залежить від 
конфігурації маніпулятора, що реалізується під час руху. Це дає змогу реалізу-
вати прості закони керування маніпулятором у реальному часі.  

Для вивчення і засвоєння дисципліни необхідно оволодіти знаннями щодо 
основних законів класичної механіки (теоретична механіка, теорія машин і 
механізмів, механіка матеріалів і конструкцій), методами векторного і матрич-
ного числення, основами тригонометрії й аналітичної геометрії, диференціаль-
ним та інтегральним численням, що дасть читачеві змогу аналізувати наведені 
приклади розрахунку динамічних характеристик і точності позиціювання еле-
ментів маніпулятора робота. 

У навчальному посібнику подано конкретні типові кінематичні схеми 
маніпуляторів  та розрахунок динамічних характеристик ланок і кінематичних 
пар маніпулятора з урахуванням досліджень і розробок у галузі механіки робо-
тотехнічних систем низки навчальних і наукових шкіл України та зарубіжжя [5; 
7; 9–24; 28–31]. 

Навчальний посібник можуть використовувати студенти під час вико-
нання курсових і дипломних робіт з прикладної механіки та галузевого машино-
будування, а також конструктори для проєктування маніпуляційних систем ро-
ботів. 
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В. Ю. Кучеруку, доктору технічних наук, професорові А. І. Гордєєву за їхню 
працю над рецензуванням рукопису та цінні поради щодо покращення викла-
дення матеріалу окремих розділів. 
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