
Âñòóï

Âiäêîëè ñòâîðåíî äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ, iñíóþòü äèôåðåíöiàëüíi
ðiâíÿííÿ. Ó ñâî¨é ïðàöi ïðî äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ (1671 ð.) I. Íüþ-
òîí äîñëiäæóâàâ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y′ = 1− 3x+ y + x2 + xy çà äîïî-
ìîãîþ íåñêií÷åííèõ ðÿäiâ. �. Ëåéáíiö (1676 ð.) ïðèéøîâ äî äèôðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ y′ = − y√

a2−y2
, êîëè ðîçãëÿäàâ ãåîìåòðè÷íó çàäà÷ó.

Êîæíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì äåÿêîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ. Î. Êîøi ïîêàçàâ, ùî ðîçâ'ÿçêàìè øèðîêèõ êëàñiâ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì ¹ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨. Òîìó ðîçâ'ÿçêè
òàêèõ ðiâíÿíü ìîæíà âèâ÷àòè ìåòîäàìè òåîði¨ ôóíêöié. Ó öüîìó íà-
ïðÿìi ðîçâèâàëàñü àíàëiòè÷íà òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÿê ÷à-
ñòèíà òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ç iíøîãî áîêó, ïèòàííÿ, ÿêi âèíèêà-
þòü â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïîòðåáóþòü âèâ÷åííÿ çàãàëüíèõ
âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Âiäáóâà¹òüñÿ âçà¹ìíèé âïëèâ äâîõ
òåîðié.

Ó âèïàäêó îñîáëèâî ïðîñòèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âäà¹òüñÿ âè-
ðàçèòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ÷åðåç âiäîìi ôóíêöi¨ àáî çâåñòè iíòåãðóâà-
ííÿ ðiâíÿíü äî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âiäîìèõ ôóíêöié. Ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó öå íåìîæëèâî çðîáèòè.

Ìîæëèâå âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ðîçãëÿäàòè äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ÿê îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ i âèâ÷àòè âëàñòèâîñòi
ôóíêöi¨ çà ðiâíÿííÿì. Òàêèé ïiäõiä âèêîðèñòàëè C. Briot, T. Bouquet
(1875 ð.), P. Painlev�e (1888, [26]), i ìè òàêîæ éîãî çàñòîñîâóâàòèìåìî.

Çäåáiëüøîãî ðîçâ'ÿçêàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ áàãàòîçíà÷íi
àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, õî÷à âiäîìi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi
ìàþòü îäíîçíà÷íi öiëi é ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè. Òàêi ðîçâ'ÿçêè âèâ÷å-
íî íàéêðàùå. Öüîìó ñïðèÿ¹ çíàííÿ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié i äîáðå ðîçðîáëåíèé àïàðàò: ñòåïåíåâi ðÿäè, íåñêií÷åííi
äîáóòêè, òåîðiÿ Âiìàíà�Âàëiðîíà�Ìàêiíòàéðà ïðî ìàêñèìóì ìîäóëÿ,
òåîðiÿ ðîçïîäiëó çíà÷åíü ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié òîùî. Äî àíàëiòè÷íèõ
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ôóíêöié ç òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ i íàâiòü äî îäíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié ó ñêëàäíiøié, íiæ êîìïëåêñíà ïëîùèíà ÷è êðóã, íàïðèêëàä,
êóòîâié îáëàñòi, çãàäàíèé àïàðàò, ÿê ïðàâèëî, íå ìîæíà çàñòîñóâàòè.
Ïîòðiáíi íîâi ïiäõîäè.

Íàñ öiêàâèòèìóòü ðiâíÿííÿ i ñèñòåìè ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêèõ ¹:
� k-çíà÷íi àëãåáðî¨äíi ôóíêöi¨; îñîáëèâi òî÷êè öèõ ôóíêöié � öå

içîëüîâàíi àëãåáðà¨÷íi òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ i ïîëþñè; âèïàäîê k = 1
çâîäèòüñÿ äî öiëèõ àáî ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié;

� ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ ç ëîãàðèôìi÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ â ∞;
öiëi i ìåðîìîðôíi ó ïëîùèíi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïiäêëàñàìè ôóíêöié ç ëîãà-
ðèôìi÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ó ∞;

� ôóíêöi¨, ìåðîìîðôíi â êóòîâié îáëàñòi; öåé êëàñ ìiñòèòü îäíî-
çíà÷íi öiëi òà ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨.

×è ìà¹ äèôðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äå-
ÿêó ïî÷àòêîâó óìîâó, � îäíå ç îñíîâíèõ ïèòàíü òåîði¨ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Âiäïîâiäàþ÷è íà íüîãî, çàçâè÷àé ïî÷èíàþòü ç íàéïðîñòi-
øîãî âèïàäêó � çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçàíîãî
âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨. Äëÿ íüîãî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi. Ó ðîç-
äiëi 4 òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ñïî÷àòêó
äîâîäèìî ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, à ïîòiì � ìåòîäîì ìàæî-
ðàíò (êîæåí ç ìåòîäiâ ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè). Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ïå-
ðåíîñèìî íà ñèñòåìó ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ñêëàäíiøi âèïàäêè
çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ç ìåðîìîðôíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ i ç ïðàâîþ
÷àñòèíîþ, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó íåâèçíà÷åíîñòi äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü.
Äîâåäåìî òåîðåìè Ïiêàðà i Ïåíëåâå ïðî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ëî-
êàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ïðîàíàëiçó¹ìî òåîðåìè Ï. Ïåíëåâå i Ë. Ôóêñà ïðî
ðóõîìi é íåðóõîìi îñîáëèâi òî÷êè ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðîçãëÿäàþ÷è ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ n-ãî ïîðÿäêó i ñèñòå-
ìè òàêèõ ðiâíÿíü, ó ðîçäiëi 6 äîâåäåìî iñíóâàííÿ ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïî-
äàìî ¨õíþ ôóíêöiîíàëüíó êëàñèôiêàöiþ, äîñëiäèìî áóäîâó ôóíäàìåí-
òàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ, îöiíèìî øâèäêiñòü çðîñòàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
÷åðåç çðîñòàííÿ êîåôiöi¹íòiâ.

Â àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿííÿõ ó ðîçäiëi 7 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ðîçïî-
äië çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó; ïîäàìî îöiíêó çðîñòàííÿ öiëèõ i ìåðîìîðôíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ, k-çíà÷íèõ àëãåáðî¨äíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ðîçâ'ÿçêiâ ç ëîãàðèôìi-
÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ â∞. Ïðèäiëèìî óâàãó àñèìïòîòè÷íèì âëàñòè-
âîñòÿì ðîçâ'ÿçêiâ ó îêîëi íåñêií÷åííîñòi é ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü â êóòîâié
îáëàñòi.

Ùîá îñìèñëåíî ÷èòàòè êíèãó, íåîáõiäíî âîëîäiòè îñíîâíèìè ïîíÿò-
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òÿìè äèôåðåíöiàëüíîãî é iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ òà ïî÷àòêàìè òåîði¨
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äëÿ çðó÷íîñòi ìàéæå âñi âiäîìîñòi, ÿêi
âèêîðèñòàíi â êíèçi é ïîòðiáíi i äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíèõ öiëåé,
äåòàëüíî äîâåäåíî. Âèíÿòêè ñóïðîâîäæóþòüñÿ âè÷åðïíèìè ïîñèëàí-
íÿìè. Ïiäáið ìàòåðiàëó ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèçíà÷àâñÿ ëèøå
éîãî çàäiÿíiñòþ â àíàëiòè÷íié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ìà-
òåðiàë, ÿêèé âèõîäèòü çà ìåæi ïåðøèõ äâîõ óíiâåðñèòåòñüêèõ êóðñiâ,
ïîìiùåíî íà ïî÷àòêó êíèãè ó ïîïåðåäíiõ âiäîìîñòÿõ. Â ìåæàõ íåîáõi-
äíîãî ðîçãëÿíóòî, íàïðèêëàä, òàêi ïîíÿòòÿ: ãîìîòîïi÷íi êëàñè êðèâèõ,
ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ áëîêàìè, ðÿäè ìàòðèöü, ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áà-
ãàòüîõ çìiííèõ, íåÿâíi ôóíêöi¨, âëàñòèâîñòi ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ íà
êðèâié, ìåðîìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âçäîâæ ãîìîòîïíèõ êðèâèõ, íåïå-
ðåðâíà âiòêà ôóíêöi¨ Arg z íà êðèâié, iíäåêñ êðèâî¨, îäíîçíà÷íà âiòêà
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ln f(z), ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ Ln z òà ¨¨ îäíîçâ'ÿçíà
îáëàñòü, ðîçâèíåííÿ â ðÿä â îêîëi àëãåáðà¨÷íî¨ òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ,
ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ ç ëîãàðèôìi÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ â ∞.

Äîñëiäæåííÿ ìåðîìîðôíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç
ëîãàðèôìi÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ â íåñêií÷åííîñòi é ìåðîìîðôíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ó êóòîâié îáëàñòi ïîòðåáó¹ âèâ÷åííÿ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé
ôóíêöié, ìåðîìîðôíèõ â êóòîâié îáëàñòi. Óñi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðè-
ñòàíî, äîâåäåíî â ðîçäiëi 7, çîêðåìà, àíàëîã ïåðøî¨ îñíîâíî¨ òåîðåìè
äëÿ õàðàêòåðèñòèê Íåâàíëiííè ôóíêöié, ìåðîìîðôíèõ â êóòîâié îáëà-
ñòi, é îöiíêó ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ òàêèõ ôóíêöié.

Äîáðå âiäîìi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ðîçâ'ÿçêàìè � àëãåáðî-
¨äíèìè ôóíêöiÿìè (íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ Ïåíëåâå âèùèõ ïîðÿäêiâ).
Òàêi ðiâíÿííÿ ïiäøòîâõóþòü äî âè÷åííÿ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé k-
çíà÷íèõ àëãåáðî¨äíèõ ôóíêöié, äî îïàíóâàííÿ òåîði¨ àëãåáðî¨äíèõ ôóí-
êöié. Ðîçãîðòàþ÷è òàêå âè÷åííÿ, îäíî÷àñíî îòðèìó¹ìî íåîáõiäíi ðå-
çóëüòàòè i äëÿ íàéâàæëèâiøîãî äëÿ íàñ êëàñó ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié
(ÿêùî k = 1, ðîçäië 3 i ïiäðîçäië 7.6). Âèäiëèìî òóò ðiìàíîâó ïîâåðõíþ
àëãåáðî¨äíî¨ ôóíêöi¨, ¨¨ õàðàêòåðèñòèêè Íåâàíëiííè, äîâåäåííÿ ïåð-
øî¨ îñíîâíî¨ òåîðåìè ðîçïîäiëó çíà÷åíü. Ç ìàòåðiàëó ðîçäiëó 3 ñëiä
òàêîæ çãàäàòè âëàñòèâîñòi ñóïåðïîçèöi¨ ðàöiîíàëüíî¨ òà àëãåáðî¨äíî¨
ôóíêöié. Ó ïiäðîçäiëi 7.6 äîâåäåíî âàæëèâó äëÿ òåîði¨ ðîçïîäiëó çíà-
÷åíü ëåìó ïðî ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó. Öå òâåðäæåííÿ ñòàëî êëþ÷åì äî
äîâåäåííÿ âiäîìî¨ òåîðåìè Ìàëüìêâiñòà i çàïî÷àòêóâàëî åòàï çàñòîñó-
âàííÿ òåîðåì ðîçïîäiëó çíà÷åíü ó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ.

Ðîçäiëè, â ÿêèõ âèêëàäåíî ïåðåðàõîâàíèé ìàòåðiàë, ìîæíà âèêîðè-
ñòàòè ÿê ïiäðó÷íèê ç âiäïîâiäíèõ ðîçäiëiâ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.
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Ó âèêëàäi òåîði¨ Âiìàíà�Âàëiðîíà (ðîçäië 8) äîòðèìó¹ìîñü ïiäõîäó
Ìàêiíòàéðà [69] ó âèêëàäi Ø. Ñòðåëiöà [33].

Âàæëèâèì êëàñîì ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ðiâíÿííÿ Ïåíëåâå, ÿêi
âèçíà÷àþòü øiñòü íîâèõ êëàñiâ òðàíñöåíäåíòíèõ ôóíêöié Ïåíëåâå, äâà
ç ÿêèõ, âçàãàëi êàæó÷è, áàãàòîçíà÷íi. Öi ôóíêöi¨ øèðîêî çàñòîñîâóþòü.
Ùîäî öèõ ðiâíÿíü Ïåíëåâå ¹ áàãàòî ëiòåðàòóðè, äèâ. íàïðèêëàä, [1],
[8], [11], òîìó íå çóïèíÿòèìåìîñü íà ¨õ âèâ÷åííi. Íàø ïiäõiä äà¹ çìîãó
ðîçãëÿíóòè øèðøèé êëàñ, òàê çâàíi êâàçi-Ïåíëåâå. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó
9.1 îòðèìàíî â ïðàöÿõ Ø. Øiìîìóðè. Ó ïiäðîçäiëi 9.2, íà ïðèêëàäi
ïåðøîãî ðiâíÿííÿ Ïåíëåâå, ìè ëèøå ïîêàçó¹ìî, íàñëiäóþ÷è âèêëàä ç
[11], ÿê ïðàöþ¹ ìåòîä ìàñøòàáóâàííÿ `scaling method', ÿêèé çàïðîïî-
íóâàâ Í. Øòàéíìåö.

Ïî÷àòêîâi âàðiàíòè ðîçäiëiâ 2, 3, 5�7 íàïèñàâ À. Ç. Ìîõîíüêî, à
ðîçäiëè 4, 9 � I. Å. ×èæèêîâ. Ðîçäiëè 1, 8 àâòîðè ïiäãîòóâàëè ñïiëüíî.

Âèñëîâëþ¹ìî ïîäÿêó ïðîô. Ø. Øiìîìóði çà íàäàííÿ ñâî¨õ ïóáëi-
êàöié, ïðîô. À. I. Áàíäóði, äîö. I. ß. Îëåêñiâó, ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâó,
çà ¨õíi öiííi çàóâàæåííÿ ùîäî ÷àñòèí êíèãè. Äÿêó¹ìî òàêîæ ïðîô.
Î. �ðüîìåíêó òà ïðîô. I. Ëàéíå çà êîíñóëüòàöi¨.




